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@ COSINUS, SINUS, TANGENTE
(1] L N
1) Calculer 372 puis cos o et sin o et mon
trer que tan % =2—4/3.

T T T
2) (® Calculer tan Py puis cos 3 et sin e

‘ 2 ‘ (® Résoudre graphiquement les inéquations suivantes

1 1
d’inconnue x : 1) cosx = —. 2) sinx >——
V2 2

3) |tanx|<1 4) OO lntan% > 0.

‘ ‘ ® ® Montrer que |sm(nx)| n|sin x| pourtousn € N
_—Jetx eR.

‘ 4 ‘ @ (® Résoudre les équations suivantes d’'inconnue x :
cos(3x) =sinx. 2) cosx+sinx =1+tanx.

3) sinx +sin(2x) =0 4) tan(2x) =3tanx.

5) 2sinx +sin(3x)=0 6) 3tanx =2cosx.

7) cosx =+/3sinx. 8) 2cos(4x)+sinx = v/3cosx.

n
T 37
‘; | ®® Simplifier Z sin oK sin > pour tout n € N*,
2 k=1

‘ 6 ‘ M@ Montrer que pour tout n = 2 :

o 2cosz——\/2+v2+ +v2

(n—1 symboles +/-).

\7\®

T
—— 1) Montrer que tanx > x pour tout x € ]O E[

. X e
2) Montrer que la fonction x — —— est bijective

s . L
de ]O, 5[ sur son image que l'on précisera.

2
x
‘ s ‘ (® @ Montrer que sinx = x —— pour tout x € [0, 7]

i
~ en travaillant sur [O ] dans un premier temps et en

concluant sans nouvelle étude de fonction.

‘ M@ Soient s,c € 2(R,R). On suppose que :
ss=c¢, /=—s, s(0)=0 et c(0)=1.
1) On fixe x,y € R. Montrer, grace a la fonction :
t—s(t+x)c(t+y)—c(t+x)s(t+y),

que s(x —y) =s(x)c(y) —c(x)s(y).
2) En déduire que s est impaire et ¢ paire.
3) En déduire que pour tous x,y €R :
clx+y)=clx)c(y) —s(x)s(y).
4) En déduire que ¢2 452 =1.

\ 9

NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

®@® Soit f : R — R une fonction deux fois déri-
vable. On suppose que f” + f = 0. Montrer, grace a la
fonction t — f’(t) sin(t — x) — f(t) cos(t — x), que
pourtoutx e R: f(x)+f(x+m)=0.

\10\

RelEle ) .
sin

1) a) Montrer que l_[cos X - X

ok .
k=1 2nsin E
x ER\2nZetn €N

sinu

b) Que vaut lin}) —7
u— u

¢) En déduire que pour tout x e R\ 27Z :

+00o .
l—[ X _ sinx
cos — = ,
=1 2 X
2) a) Composer 1)a) par la fonction logarithme, puis
dériver. -
b) En déduire que pour tout x € ]0, E[ :

1 x 1 1
Z Z_k tan z_k P : .
= X tanx
m
3) @ Montrer que pour tout x € ]O, E[ :

+00o

x x
l_[ (l—tan —)= .
2k tan x

k=1

\ 11
‘ pour tous

n

- _ . (ok
12] @ ®® OnposeP,(x)= l_[ sin (2 x) pourtousn € N
—etxeR. k=0

1) Exprimer P;(x) en fonction de cos x, puis montrer

4
que |P1(x)| 7 pour tout x € R.

2) Montrer que pour tout x € R :

343
3

3) a) Montrer que pour tousn€Netx €R :

P,.1(x)? = sin® x sin(2x) P,_, (4x) P,(2x).

b) En déduire que pourtousn€Netx € R :

|P.(x)| < (?)

}sin2 X sin(2x)| <

@ ARCMACHINS

(13) © , 1
— 1) Résoudre I'équation sinx = — d’inconnue x € R.
4
2) Résoudre le systeme cosx = —— et sinx = — d’in-
connue x € R. > >
114 e 8m
— 1) & Simplifier : a) Arccos cos—.
.. 17m 11w
b) Arcsinsin T c¢) Arctantan —T .

7T 177
d) Arcsin cos T e) Arccos sin <
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2) (® Tracer le graphe des fonctions :
a) x+— Arctantanx. b) x+— Arccoscosx.
¢) x+~— Arcsin sinx.

"1*5\‘ Etudier les variations, les limites aux bornes et la

— convexité/concavité de la fonction x — xArctan

\ 16\ oo
~~) 1) Montrer que pour tout x €R :
1 . X
cos Arctanx Newws et sinArctanx i
2) Simplifier de méme les expressions suivantes :
a) sin (2 Arccos x). b) sin (2 Arctan x).
¢) tan(Arccosx). d) cos(3Arccosx).

3) Résoudre I'équation Arctan (2x) = Arcsin x d’in-
connue x € [—1,1].

‘ ® @ Simplifier par une technique de dérivation les
~"J expressions suivantes :

1+
1) Arccos(—x)+ Arccosx. 2) Arctan n X

—X

3) Arctan 4) Arccosthx+2Arctane®.

X
Vi—x2
5) Arctan (v x2+1 —x).

7) Arctane* — Arctanth %

6) Arctan
1+x

1 X
—Arctan
X

1 X —
8 Arctan — +Arctan .
) ©O 2x2 +1

‘18‘ OO

T 1 1
1) Montrer que — = Arctan — + Arctan —

4 3 2 3
2) Montrer que 2 Arccos — = Arccos g

1 1 1
3) Calculer Arctan — + Arctan < + Arctan g

49 OO0

1 1
a) Calculer tan (2 Arctan g), puis tan (4Arctan S )
b) En déduire la formule de Machin :

1
— Arctan —
239°

La formule de Machin, découverte par John Machin en
1706, a longtemps servi a calculer les premiéres déci-
males de 7 car on sait approximer facilement les arc-
tangentes comme nous le verrons plus tard. Le résul-
tat de la question 1) est appelé quant a lui une formule
du type de Machin. 1l en existe beaucoup d’autres, par

T 1
— =4 Arctan —
4 5

T 1
exemple : i 2 Arctan 5 + Arctan =

\ 19 \ OO e
~“J 1) Simplifier Arctanshx+Arccosthx pour tout x € R.
5
2) Résoudre I'équation thx = — d’inconnue x € R.
i

5
3) En déduire que Arctan — + Arccos — = —.
12 13 2

NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

) Résoudre les équations suivantes d’inconnue x :

20

\21\

\23\

(24

\25\

\27\

\28\

1) Arcsin(2x) = Arccosx. 2) Arcsin tanx = x.

T
3) Arctanx + Arctan(2x) = e

1 x+1 m
+ Arctan —.

2 x+2 4

5) @ Arcsin (x + 1) — Arcsin x

X —
4) Arctan
x—

GlE)
1) Simplifier Arctan(k+1)—Arctank pour tout k € N.
+00

1
2) En déduire la limite ZArctan m

k=0

1 ™ ® On appelle suite de Fibonacci la suite (F,,)pen
deﬁme par Fp = Oet F; = 1 et pour tout n € N :
Fn+2_Fn+Fn+1'

1) Montrer que F2  —F,F,,, = (—1)" pour toutn € N.
2) En déduire que pour tout n € N* :

1
Arctan — = Arctan +Arctan
2n 4o

3) En déduire la limite ZArctan

2n+1 2n+2

2n+1

FORMES TRIGONOMETRIQUES
@O

Résoudre pour tout ¢ € R I'équation :
( 22) cos?+1=0 d’inconnue z € C.

1) Déterminer une forme trigonométrique des nombres
suivants : a) 1—+2. b) —5i.
1+2i

19
2—1i. d —3+iv3) . - .
©) i ) ( iv3) e) 1%5’5 p
2) Déterminer la forme algébrique de (1 + i\/g) .

3) Déterminer un argument de 4 — 3i sous la forme
d’un arccosinus et d’'un arcsinus.

1+rel?
®@® Simplifier Re (1%) pour tous r € [0, 1] et
0 eR. —re

(®@® Déterminer pour tout 6 € R une forme trigono-
metrlque del4+z+z%otz=¢e.

™ @® Déterminer tous les n € N pour. lesquels :
1) @(A+)"eR. 2) (V3+i)'€iR.

(®(® Résoudre léquation Re(z*) = Im(2%) d’inconnue
z € C et représenter graphiquement I'ensemble de ses
solutions.
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2
‘xf/‘ 1) & @ Montrer que pourtous x e R*et y €R :

(X + 1}’)2 (X + yZ)e21Arctan %
2) (M@ En déduire que pour tout z € C \ R_

m(z)

arg(z) = 2 Arctan ————.
(=) Re(z) + I

@ EXPONENTIELLE COMPLEXE

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :
1) @ a) ef=1+i. b) e*=-5-12i.
2) ®@® a) e +e’*=

b) e +e*=2i c)

\30\

e?+2e %=1

\ \ OO sinx tan x
—— 1) Calculer lim —— et lim ——. En déduire que pour
x—=0 X x—=0 X
. a a
un certamae]o,—[ efana = ——,
2 sina

. a .
2) Montrer que € =z si on pose z = —— +ia.
tana

® SOMMES TRIGONOMETRIQUES

(® Primitiver les fonctions suivantes :

‘ 32 ‘ 1) x+— cos?(2x)sinx. 2) x+—> cos®xsin*x.
3) x+— cos(3x)sin®(2x).
33) 9O .
%) 1) Exprimer cos(5x) en fonction de cosx pour tout
x €R.

s i i
2) En déduire cos? 10’ cos , puis sin T

. ®@® On note % léquation z* +2> +22+2+1=0
d’mconnue z e C.
1) Vérifier que pour tout z € C solution d’¥% :

X2+x—1=0

oux =g+ —.
Z

2in .
2) Montrer que e 5 est solution d’¥%.

S . . T
3) En déduire une expression explicite de cos 5

‘35‘ ClE)
~~/) 1) Montrer que pour tous x,y €R:
sin? x —sin? y = sin(x + y) sin(x — y).
2) a) Montrer que pour tous x,y € R :

x+y

2
b) Résoudre 'équation sin(x + y) = sinx +siny

d’inconnue (x,y) € R2.

. . . X LY
sin(x+y) = sin x+sin y—4sin 5 sin 5 sin

NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

®@® Sion note C, la fonction x — 2x2—1etS, la
fonction x — 2x, alors pour tout € R :

cos(260) = Cy(cos0) et sin(29) =S,(cosB) sinH.
Montrer plus généralement que pour tout n € N, il existe
deux fonctions polynomiales C, et S, pour lesquelles
cos(nf) = C,(cos 0) et sin(nf) = S,(cos ) sin 6 pour
tout 6 € R.

\3\

‘ ® @ Simplifier pour tous x,y e RetneN:

n n

1) Zcos(kx +y). 2) Z (k) cos(kx).

k=0 k=0

\37

n
\?TS\ &) Ecrire la somme Z e2** comme un quotient

—_ k=—n
de sinus pour tous n € Net x € R.

39]
1) @ Montrer que |sinx| =
x €R.

2) (® En déduire 11m Z |sink|.

1 —cos(2x)

our tout
5 p

GO0

Z x sm(wk) pour tout n € N, puis montrer que :
k=0

‘40‘ Soient w € R et x € ] —1,1[. Simplifier

) X sinw
Z x*sin(wk) = .
— 1—2xcosw + x2

® GEOMETRIE

‘ ‘ (® Représenter graphiquement les ensembles suivants
~ " dans lesquels a € C, r > 0 et 6 € R sont fixés :

1) {ze(Cl Re(z)Im(z) > }
2)
4)

{
{
5) {a—i—ke“l A€1]0,1], te]—,—[}.
{
{

atrel| te [O,ﬁ]}. 3) {a‘i‘keig | A>0

a+Aet| Ae[1,2], teR}).

z€C* |

z€C*|

6) arg(z) = 9[271:]}.
7) 3arg(z) = 9[271]}.

@ Caractériser géométriquement une fonction de C
dans C, c’est déterminer si c’est une translation, une
symeétrie, une rotation, une homothétie, plus générale-
ment une similitude, et préciser ses invariants (vecteur,
centre, rapport...).

1) Caractériser géométriquement :

a) g—iz+1. b) z+~—3z—2.
¢) z+~—z+3-5i. d) z— 2(1+i)g—7—4i.
2) Déterminer une expression explicite de la rotation

\4\

Ui
de centre 1 +1i et d’angle de mesure e

3
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3) On note r la rotation de centre 2 +1i et d’angle de
s . .
mesure ) et s la symétrie centrale de centre 1 —i.

Caractériser géométriquement sor.

©0

1) Montrer que la composée de deux symétries cen-
trales de C est une translation.

2) Montrer que la composée de deux rotations de C
est soit une translation, soit une rotation.

\43\

® @@ Soit z € C*. A quelle condition nécessaire et
suffisante z et ses deux racines carrées forment-ils un
triangle rectangle en z?

\4\

G ® @ Soient A, B et C trois points d’affixes respec-
tifs a, b et c. Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) ABC estéquilatéral, autrement dit C est I'image
de B par une rotation de centre A a préciser.

(i) jou j estracine du polynéme aX?+ bX +c.

(i) a®+b*+c>=ab+ bc+ca.

\45\

OO0

1) Soient u,v € U. Montrer que si u+v = —1, alors

{uvt={ij}
2) Soient a, b, c € U. Que peut-on dire du triangle de
sommetsa, betcsia+b+c=0?

\46\

@ RACINES n™

Soit n € N*. Résoudre les équations suivantes d’incon-

\47\
~“"Jnuez:
1) ® a) zt=4+4i b) (z—1)°=8i
¢ z"+1=0.
2) ®® a) 22-32*+2=0.
b) 2°—2z%cosp+1=0 (p€R).
_ z+1)\"
3) ®® a) z"=z%. b) 1 =1.
o —
2
\48\ G @® Légalité U= UIU est-elle vraie?
neN*
49

) Soit P = X3 + aX? + bX + ¢ un polyndéme avec
a,b,c € C. Pour quelle valeur de t € C a-t-on
P(X+t)=X%+3pX +qavecp,geC?

2) ®@® Soient p € C* et q € C. On s'intéresse a
une méthode de calcul des racines du polynéme
R =X3+3pX + g, dite méthode de Cardan.
On note a et B les deux racines éventuellement
égales du polyndme X2 + gX — p® et y une racine
cubique quelconque de a.

NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

a) Quevalenta+pf etaff?

b) Montrer que y est non nul et que y— £ est une
racine de R. 14
3) Mémes notations, mais on suppose de plus g non

nul. Soient y et ¥’ deux racines cubiques distinctes
d 0 — B =/ — 2
e a. On suppose que y ” Y -
a) Montrer que a? = —p?, puis que 4p® + ¢ = 0.
b) Qu’a-t-on prouvé si 4p>+q2 #0?
4) @ Onpose P =X>+3X%+6X+2.
a) Appliquer a P le procédé de la question 1).
b) Déterminer les racines de R, puis celles de P,
en exploitant le procédé de la question 2).

*\‘ Simplifier pour tout n € N* :

50
o a Yo b []e
wel, wel,
2) ®OO a) Y. (1+w). b Y |o-1
wel, wel,
‘51‘ GO SOltnENIMPAIR Onposew—e% et

(somme de Gauss).

S= Za)
n—1 n—k—1

1) Montrer que |S|? = Z Z WPk
k=0 p=—k
2) Montrer que pour tout k € [[0 n —17:
n—k—1

Z w2kp+p _ Zkap+p

p=—k
n—1

3) Simplifier Z w?X pour tout p € Z.
k=0
4) En déduire que |S| = v/n.

@ SUITES USUELLES

(®» Déterminer une expression explicite de la suite
(4, )nen définie pour tout n € N par :
1) uy=0etu,; =2u,+1.

n

2) quletu,H_l:B__
3) uy=0,u;=1etu,,,=>06u,;—>5u,.
4) uy=1l,u;=0etu, n =Uy1— Uy,
5) uy=1,u;=0etu,,=4u,;—4u,.
Upp1 — Uy
— 5
9u,

\52\

6) uO = 1, ul =—let un+2 =

7)) uUp=u;=3etUyy=3Uyq—

@ Déterminer une expression explicite de la suite
(4, )nen définie pour tout n € N par :
1) uyy=1let un+1—2un.

\53\

6

n+1
5 -

uy

2) u0=1,u1=26tun+2=

‘ ‘ @@ @ Déterminer les fonctions f : R, — R, pour
~ lesquelles pour tout x = 0: fof(x)= 6x f(x).




